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Рассмотрим следующую функцию

         Функцию  запишем виде суммы двух функций .

На отрезке  функция  имеет два значения ноль и единица. На этом

отрезке при переходе слева направо каждого рационального числа значение

функции   изменяется, то есть значения функции чередуются. На этом
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отрезке первым значением функции  является единица. Точно также на

отрезке   функция   имеет два значения ноль и единица. Значение

функции   изменяется  при  переходе  слева  направо  каждого

рационального числа, то есть значения функции  чередуются. Первым

значением функции  является ноль. Из интегрируемости функции 

следует интегрируемость функций .   

Теперь  рассмотрим  функцию  .  Очевидно,  что
функция   имеет два значения 1 и -1 на отрезке  . На этом отрезке,
значение  функции   изменяется  при  переходе  слева  направо  каждого
рационального числа,  то есть значения функции чередуются.  Ясно, что на
этом отрезке первым значением функции  является единица. Очевидно,
что функция  интегрируема, так как функции  интегрируемы.

Ясно, что

.

Возникает вопрос чему равен следующий интеграл?

Если количество рациональных чисел на отрезки  нечетное, то

а если четное, то

,

где  соседние рациональные числа, - множество рациональных чисел.
Теорема. Гипотеза  Римана  истинна  тогда  и  только  тогда,  когда

интегральное уравнение или функция от 

                                                                              (1)

среди  ограниченных  и  измеримых  функций  имеет  только  тривиальное
решение   для , [1]. 

В интеграле (1) сделаем замену переменных .
После замены интеграл (1) имеет вид:

                                                                              (2)
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Рассмотрим последовательность функций вида

Вычислим следующий интеграл

где  .

Очевидно, что

и

,

.

Следовательно

.

Рассмотрим множества  .

Очевидно,  что   ,  где   множество

рациональных чисел.
Учитывая это и сравнивая  функций   с  функцией   на

отрезке  ,  вроде  кажется,  что  функция   является  предельной
функцией  последовательности  функций  .  Но  легко,  убедится,  что
последовательность  функций  не сходится  не по какому определению
сходимости к  на отрезке . Поэтому

.
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